Конспект лекции по Дискретному анализу                                    
Проверка статистических гипотез

        Под статической гипотезой понимают всякое предположение о генеральной совокупности, проверяемое по выборке. Статические гипотезы классифицируют на гипотезы о законах распределения и гипотезы о параметрах распределения. Так, например, гипотеза о том, что производительность труда рабочих, выполняющих одинаковую работу в одинаковых  организационно-технических условиях , имеет нормальный закон распределения, является гипотезой о законе распределения. Гипотеза о том, что средние размеры деталей, производимых на однотипных , параллельно работающих станках, не различаются между собой, является гипотезой о параметрах распределения. 

Одну и гипотез выделяют в качестве основной и обозначают Н0. Вместе  с основной всегда рассматривается альтернативная ( конкурирующая) гипотеза, которая обозначается  Н1. Выбор альтернативной гипотезы определяется конкретной формулировкой задачи. На основе статических данных очень трудно, а иногда и невозможно сделать безошибочные выводы. Ошибки при проверке гипотез бывают 2-х родов (видов) :

· ошибка 1-го рода состоит в том, что отклоняется гипотеза Н0 в то время как она верна;

· ошибка 2-го рода  состоит в том, что отклоняется альтернативная гипотеза в то время как она верна;

При проверке статических гипотез на основе статистических данных важно найти такой способ, чтобы вероятность ошибок была минимальна. Правило, по которому принимается решение принять или отклонить гипотезу  Н0 , называется  критерием  К. Проверка статических гипотез основывается на принципе, в соответствии с которым маловероятное событие считается невозможным, а событие, имеющее большую вероятность – достоверным. Этот принцип реализуется следующим образом: фиксируется некоторая вероятность ( с наиболее распространенным уровнем значимости 0,05; 0,01; 0,25; 0,001, затем подбирается некоторая статистика z, которая формально отражает смысл гипотезы и распределение которой известно. Пусть V – множество значений статистики  z. Все множество значений статистики z  можно разбить на два подмножества, таких, что: 

- проверяемая гипотеза должна быть отвергнута, если значение z попадает в одно из подмножеств, которое называется  критической областью V
[image: image542.wmf]. При условии истинности гипотезы  Н0  вероятность попадания статистики в V
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- проверяемая гипотеза Н0 должна быть принята, если значение z попадает в подмножество  V \ V
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.Это подмножество называется областью допустимых значений.

Обозначим   
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 выборочное  значение статистики  z , вычисленное по выборке наблюдений. Критерий формулируется следующим образом : отклонить гипотезу Н0 , если  
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. Критерий, основанный  на использовании заранее заданного уровня значимости, называют критерием значимости. Уровень значимости ( определяет «размер» критической области V
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Основные задачи при проверке статистических гипотез сводятся к отысканию критической области и области допустимых значений с некоторой заданной вероятностью. Положение критической области Vk на множестве значений статистики zв зависит от альтернативной гипотезы Н1.

Пусть f(z/ Н0) плотность распределения статистики  z  критерия при условии, что верна гипотеза Н0. Проверяется гипотеза   
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. Положение критической области показано на  Рис. 7.
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                                             Рис. 1.
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Граница критической области  
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Теперь пусть альтернативная   
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. Расположение критической  области в этом случае показано на Рис. 8. В рассмотренных случаях критерий называется односторонним. При альтернативной   
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критическая область показана на  Рис.9. Критерий в этом случае называется двусторонним.  
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                                                        Рис. 2.
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                                                       Рис. 3.

Таким образом, проверка статистической гипотезы при помощи критерия значимости может быть разбита на следующие этапы:

1) сформулировать проверяемую Н0 и альтернативную  Н1 гипотезы;

2) выбрать уровень значимости 
[image: image19.wmf]a

 ;

3) выбрать статистику  z  критерия для проверки гипотезы Н0;

4) определить выборочное распределение статистики  z  при условии, что       верна гипотеза Н0;

5) в зависимости от формулировки альтернативной  гипотезы определить критическую область V
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 одним из неравенств  
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  или совокупностью неравенств  
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6) получить выборку наблюдений и вычислить 
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статистики критерия;

7) принять статистическое решение:

если 
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, то отклонить гипотезу Н0 как не согласующуюся с результатами наблюдений;

если   
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, то принять гипотезу Н0 , т.е. считать, что гипотеза Н0 не противоречит результатам наблюдений.

Замечание. Обычно на этапах  4) – 7) используют статистику , квантили которой табулированы  , т.е. имеются таблицы квантилей.

Рассмотрим несколько примеров.
Проверка гипотезы о параметре  p  биноминального распределения

Пусть производится n независимых испытаний и случайная величина 
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 -число появлений события A в серии испытаний. По формуле  Бернулли вероятность того, что случайная величина примет значение  m  равна
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Проверяется гипотеза   H0:  p=p0 , возможные альтернативные  H1:
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Рассмотрим статистику  
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 где 
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 – относительная частота появления события А,    n – число испытаний. Статистика z имеет  распределение, близкое к нормальному 
N (0,1) . Критическая область критерия при уровне значимости  ( определяется неравенствами   
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Пример.
Предполагается, что большие партии изделий содержат 15% брака. Для проверки партий случайным образом собрано 100 деталей, среди которых оказалось 10 бракованных. Считая, что число бракованных деталей в партии имеет биноминальное распределение, при (=0,05 проверить предположение о том, что в партии содержится 15% брака.

Итак, по условию n=100,  m=10, (=0,05,  p0=0,15,  
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По таблице Приложения 2  определим  квантиль функции  ((x)  -
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Выборочное значение статистики попадает  в область принятия гипотезы, т.к. 
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.Следовательно H0 принимается. Таким образом, можно считать, что
с вероятностью 0,95 партия содержит 15% брака.
Пусть теперь проводятся 2 серии независимых испытаний, результаты испытаний представим в таблице:
                                                                      Таблица 1
	Серия
	  Событие  
	Сумма
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Обозначим    
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Проверим гипотезу   H0: p1=p2 , т.е. вероятность появления события А в обеих сериях испытаний одинакова. Возможные альтернативные гипотезы 
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При больших значениях  n  и при условии, что наименьшая из величин 
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 будет больше 5, в качестве статистики критерия для проверки гипотезы  H0 используют статистику 
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где    
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Если гипотеза H0  верна, то распределение статистики  (2) , близко к нормальному  N(0,1). Критическая область критерия при уровне значимости  (
определяется неравенствами
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 Пример.  
 Ниже приведены результаты выборочного обследования 2-х партий изделий

                                                                                        Таблица 2

	№ партии


	Число изделий
	Сумма


	

	
	Бракован-
ные
	Небракова-
ные
	
	

	1

2
	8
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300
	

	Сумма
	21
	379
	400
	


Можно ли считать, что доля брака в обеих партиях одна и та же, если уровень значимости ( = 0,05?
H0: p1 = p2

H1:  p1(p2
Проверим  выполнение  необходимых условий :
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Выборочное значение статистики  z  попадает в область принятия статистического решения   1,44 = 
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 Поэтому следует считать, что доля брака в обеих партиях одинакова.

Проверка гипотезы о независимости двух величин
Пусть наблюдаются две случайные величины 
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2  и результаты наблюдений  представлены  в виде таблицы сопряженности признаков  размера  k
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                                                                                                Таблица 3                                       
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Проверяется гипотеза H0, утверждающая, что случайные величины  
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2  независимы.   Для проверки этой гипотезы  используют статистику
 (критерий 
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где      
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При условии, что гипотеза   H0  верна, а все  
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 4,    i=1,2,…,k;    j=1,2,..,l  статистика  (3)  имеет распределение  
[image: image117.wmf]2
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 с  ( k-1)(l-1) степенями свободы.
Гипотеза H0  о независимости случайных величин 
[image: image118.wmf]x

1  ,  
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2  принимается на уровне значимости  
[image: image120.wmf]a

, если выборочное значение статистики (3) меньше  квантили   
[image: image121.wmf]))

1

)(

1

((

2

1

-

-

-

l

k

a

c

, т.е. если

                                  
[image: image122.wmf]))

1

)(

1

((

2

1

2

-

-

<

-

l

k

в

a

c

c

.                                                  (4)
В противном случае  гипотеза H0 отклоняется.

Формулу (3) можно преобразовать к виду, удобному для вычисления:
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Если 
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 для некоторых клеток таблицы  не удовлетворяют условию 
[image: image125.wmf].
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 EMBED Equation.3  [image: image126.wmf]³

4, то соответствующие строки и столбцы должны быть объединены с соседними строками и столбцами.

Пример.

Комплектующие изделия одного наименования поступают с трех предприятий A,B,C, результаты проверки изделий приведены в таблице

                                                                                   Таблица 4
	Результаты проверки
	Поставщики
	Всего

ni

	
	А
	В
	С
	

	Годные
	29
	38
	53
	120

	Негодные
	1
	2
	7
	10

	Всего nj
	30
	40
	60
	130


Можно ли считать, что количество изделий не зависит от поставщика ? Принять 
[image: image127.wmf]a

=0,10.
Проверяется гипотеза о независимости двух признаков: качества изделия и места его изготовления. По формуле (5) находим
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число степеней свободы  (k-1)(l-1) = (2-1)(3-1) = 2. По таблице Приложения 4
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  = 4,61, следовательно гипотеза Но принимается, т.е. качество изделий не зависит от поставщика.

                                               Дисперсионный анализ
Пусть результаты наблюдений составляют  l  независимых выборок(групп), полученных из нормальных совокупностей , которые имеют, вообще говоря, различные средние значения a1,a2,…,al   и равные дисперсии 
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.Соответственно объемы выборок  n1, n2, …, nl,    
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-  общее число наблюдений. Проверяется  гипотеза   Н0: a1=a2=…=al.
Для  l = 2 используются рассмотренные ранее критерии значимости.

Если  l > 2, то для проверки гипотезы о равенстве   l  средних  применяют однофакторный  дисперсионный аналіз.

Суть однофакторного дисперсионного анализа заключается в следующем:

обозначим  xik - i-й элемент k-ой выборки   
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Основное тождество дисперсионного анализа записывается так:
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Запишем его в виде:

                                  Q= Q1+Q2 ,                                                                       (7)
где Q- общая сумма квадратов отклонений наблюдений от общего среднего ,
Q1- сумма квадратов отклонений выборочных средних от общего среднего ,
Q2- сумма квадратов отклонений наблюдений от групповых средних,
                             Q ( 0 , Q1 ( 0, Q2 ( 0
Рассматривается статистика   
[image: image141.wmf])
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имеет распределение Фишера  с  (l-1)(n-l) степенями свободы.

Если  выполняется неравенство
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то  Н0    гипотеза принимается на уровне значимости  
[image: image143.wmf]a

.
Пример .
Три группы водителей обучались по различным методикам. После окончания срока обучения был произведен  тестовый контроль над случайно отобранными водителями из каждой группы. Получены следующие результаты 

                                                                                                           Таблица 5
	Номер группы 

k
	Число ошибок xik
допущенных водителем
	Сумма 
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	Число контролирующих водителей nk

	1
	1 3 2 1 0 2  1
	10
	7

	2
	2 3 2 1 4  -  - 
	12
	5

	3
	4 5 3  -    -   -
	12
	3


На уровне значимости 
[image: image145.wmf]a

= 0,05 проверить  гипотезу об отсутствии влияния различных методик обучения на результаты тестового контроля водителей. Предполагается ,что выборки получены из нормальных совокупностей с одной и той же дисперсией.
Н0: a1=a2=a3,       l = 3,   n = 15.
Вычисление удобно проводить в следующей последовательности : 
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По формуле (8) получим
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По таблице Приложения 5 находим квантиль распределения Фишера
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т.е. неравенство (9) не выполняется. Следовательно, результаты тестового контроля зависят от методики  обучения , т.е. методики значимо различаются .

Ранговая корреляция

В некоторых случаях встречаются признаки, не поддающиеся количественной оценке. Например, требуется оценить соотношение между математическими и музыкальными способностями группы учащихся. Уровень способностей является переменной величиной в том смысле, что он изменяется от одного индивидуума к другому. Его можно измерить  по бальной системе. Однако, такой метод не является объективным, поскольку одному и тому же объекту разные эксперты могут выставить разные баллы. Элемент субъективности можно исключить, если  если учащиеся будут ранжированы. Расположим учащихся по порядку, в соответствии со степенью их способностей и присвоим каждому из них порядковый номер, который назовем рангом. Корреляция между рангами точнее отражает соотношение между способностями учащихся, чем корреляция между баллами.

           Коэффициент ранговой корреляции Кенделла.
Введем следующую меру различия  между объектами: 

Пусть X- множество рангов между группой объектов по некоторому признаку,  Y- множество рангов тех же объектов по другому признаку .
Будем считать, что:

x/ =  +1,    если  i < j      и       x/  = -1,   если   i > j,
где ( i, j )- множество всевозможных пар   рангов соответственно из множества  X,
y/ = +1,     если  i < j      и       y / = -1,    если i > j ,     
где ( i, j )- множество всевозможных пар   рангов соответственно из множества Y,
если   i = j , то  x/= 0   или    y/ =0.
Тогда коэффициент ранговой  корреляции Кендалла
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где  n- число рангов,  S  = 
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Пример.

	X
	2
	4
	5
	1
	3

	Y
	1
	5
	3
	4
	2


5

Cоставим таблицу               

                                                                                Таблица 6
	X

(i, j)

	x/
	Y

(i, j)
	y/

	x/y/

	(2,4)
	+1
	(1,5)
	+1
	+1

	(2,5)
	+1
	(1,3)
	+1
	+1

	(2,1)
	-1
	(1,4)
	+1
	-1

	(2,3)
	+1
	(1,2)
	+1
	+1

	(4,5)
	+1
	(5,3)
	-1
	-1

	(4,1)
	-1
	(5,4)
	-1
	+1

	(4,3)
	-1
	(5,2)
	-1
	+1

	(5,1)
	-1
	(3,4)
	+1
	-1

	(5,3)
	-1
	(3,2)
	-1
	+1

	(1,3)
	+1
	(4,2)
	-1
	-1

	
	
	
	Сумма
	+2


По формуле (10) при n =5  получим
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Значение  
[image: image159.wmf]t

 свидетельствует о слабой корреляции между признаками .
              Коеффициент ранговой корреляции Спирмена

Теперь рассмотрим другую меру различия между объектами. Введем новую величину  d = X – Y,  разность между рангами,  и определим коэффициент корреляции  рангов Спирмена  
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где  n  число рангов .                                                                                                                              

Пример.                                                        
                                                                          Таблица 7

	X
	3
	8
	5
	4
	2
	10
	1
	7
	9
	6

	Y
	1
	9
	10
	2
	4
	7
	3
	5
	8
	6

	d
	2
	-1
	-5
	2
	-2
	3
	-2
	2
	1
	0

	d2
	4
	1
	25
	4
	4
	9
	4
	4
	1
	0


По формуле (11) при  n=10 получим
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У коэффициентов τ и ρ разные масштабы , они различаются шкалами измерений. поэтому на практике они не совпадают, но между ними существуют соотношения:
                                     -1 ( 3τ-2ρ ( 1 или
                                   τ2/2+τ-1/2( ρ ( 3/2 τ+1/2.
Если имеется несколько последовательностей рангов ,(>2) то возникает необходимость определить общую меру согласованности между ними. Такой мерой является коэффициент конкордации (согласованности)  W.
Пусть  m- число последовательностей, 

       n- число рангов в каждой последовательности . Тогда
                                           W
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где f- фактически встречающиеся отклонения от среднего значения  суммы рангов одного объекта .
Пример.
Судьи расставили 6 участников соревнований по фигурному катанию следующим образом (Таблица 8):
	Участники

	А
	Б
	В
	Г
	Д
	Е

	Судья 1
	5
	4
	1
	6
	3
	2

	Судья 2
	4
	6
	2
	3
	5
	1

	Судья 3
	3
	4
	2
	6
	5
	1

	Сумма рангов
	12
	14
	5
	15
	13
	4
	63


                                                                                          Таблица 8
Для вычисления коэффициента конкордации необходимо найти f. Предварительно подсчитаем среднее значение суммы рангов одного объекта. Это можно сделать вичислив сумму рангов, выставленную тремя судьями по всем объектам и разделив ее на число объектов, т.е. s=63/6=10,5,

или  же можно воспользоваться формулой   m (n+1) /2 = 3
[image: image164.wmf]2
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×

 =10,5. Значения  f
получаем как разность между суммой рангов, выставленных одним судьей, и средней суммой рангов. Имеем

	f
	1,5
	3,5
	-5,5
	4,5
	2,5
	-6,5

	f2
	2,25
	12,25
	30,25
	20,25
	6,25
	42,25
	113,5



[image: image165.wmf]å
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=113,5 ,    по формуле (12) получим

                         W =  12113,5 / 9(216 - 6) = 0,72.
Величина коэффициента корреляции говорит о том, что действия судей достаточно хорошо согласованы.
Коэффициент корреляции рангов может быть использован для быстрого оценивания взаимосвязи между признаками, не имеющими нормального распределения, и полезен в тех случаях, когда признаки поддаются ранжированию, но не могут быть точно измерены.

Элементы регрессионного анализа

Линейная регрессия 

В регрессионном анализе изучается связь между зависимой переменной y и одной или несколькими независимыми переменными.Пусть переменная y  зависит от одной переменной x, при этом предполагается, что переменная y принимает заданные (фиксированные) значения, а независимая  переменная x имеет случайный разброс из-за ошибок измерения, влияния неучтенных факторов или других причин. Каждому значению x соответствует некоторое вероятностное распределение случайной величины  y.
Предположим что случайная величина y «в среднем» линейно зависит от x. Это означает, что  условное математическое ожидание при заданном значении  x имеет вид

                                               M(y/x)= β0 + β1x                                                  (13)
Эта функция называется линейной регрессией  y  на  x, а параметры β0, β1- параметрами  регрессии. На практике параметры линейной регрессии неизвестны и их оценки определяется по результатам наблюдений переменных y  и  x.
Пусть проведено n независимых наблюдений случайной величины y при значениях переменной   x = x1, x2 ,…, xn    при этом  измерения величины  y дали следующие результаты:
[image: image166.wmf]
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.Так как эти значения имеют   «разброс» (Рис.1) относительно линейно регрессии (13), то связь между переменной y и x записывают в виде линейной регрессионной модели (14)
                                                    y = β0 + β1x+ ε                                                 (14)                            
где ε- случайная ошибка наблюдений, причем   M(ε)= 0 , D(ε)= 
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Задача линейного регрессивного анализа состоит в том, чтобы по результатам наблюдений (xi ,yi ) 
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1) получить наилучшие точечные  и интервальные оценки неизвестных параметров  β0 ,β1 и 
[image: image170.wmf]2

s

;

2) проверить статистические гипотезы о параметрах модели;
3) проверить насколько согласуется модель с результатами наблюдения

(адекватность модели к результатам наблюдений).
                                      [image: image171.png]



                                                             Рис.4
Для этого используется метод наименьших квадратов, идея которого заключается в том, чтобы сумма квадратов отклонений наблюдений от соответствующих точек на модели была минимальной.
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Приравняем к нулю частные производные по  β0  и по β1,,получим систему двух уравнений с двумя неизвестными                                          
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Решая эту систему относительно 
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 где   
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выборочные средние   
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Оценки полученные по методу наименьших квадратов обладают следующими свойствами:

1) они являются линейными функциями результатов наблюдений и       несмещенными оценками параметров;
2) они имеют минимальные  дисперсии ;
3) они совпадают с оценками полученными по методу максимального  правдоподобия.
Качество аппроксимации результатов наблюдений (xi, yi) эмпирической выборочной регрессии оценивается по величине остаточной дисперсии.
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Можно показать  что та статистика   
[image: image183.wmf]2
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    имеет распределение 
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 с  (n-2) степенями   свободы. Используя этот факт можно построить доверительные интервалы для параметров регрессии.

Граница доверительных интервалов для параметров регрессии имеют вид:                             
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где 
[image: image187.wmf]2
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(n-2) – соответствующий квантиль распределения Стьюдента с (n-2) степенями свободы.
Проверим гипотезу о значимости линейной регрессионной модели.
Линейная регрессионная модель является значимой, если 
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Н0: 
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Н1: 
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Эту гипотезу можно проверить с помощью доверительного интервала.

Если доверительный интервала для 
[image: image191.wmf]1
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 покрывает 0 , то гипотеза Н0 принимается и регрессии считаются незначимой, в противном случае отклоняется и регрессионная модель считается значимой с вероятностью 1-(.

Для проверки Н0  можно использовать статистику 
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Статистика (22) имеет распределение Фишера  с 1 и n-2 степенями свободы.

Если 
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, то гипотеза Н0 отклоняется т.е. регрессионная модель статистически значима на уровне значимости  (.

(1 следует считать значимым , то есть отличным от 0, но это не значит что модель адекватна наблюдениям.
Доверительный интервал для условного математического  ожидания.                                                         
Доверительный интервал для условного математического ожидания, соответствующего заданному значению х =  х0, на уровне значимости 
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 определяется формулой:
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где 
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–квантиль распределения Стьюдента с (n-2) степенями  свобо-

ды, 
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- оценочное значение  y, вычисленное по выборочной регрессии (13).
Заметим, что доверительный интервал зависит от значения х0 . Поэтому ширина интервала изменяется по мере изменения  x. Интервал является наименьшим , когда 
[image: image198.wmf]x

= х0. 
Полезной характеристикой линейной регрессии является коэффициент детерминации 
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1, по своей сути коэффициент детерминации   равен той доле разброса результатов наблюдений  (
[image: image202.wmf]),
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  i=1,2,…n, относительно горизонтальной прямой y =
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, которая объясняется выборочной регрессией (13). Величина 
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является оценкой коэффициента корреляции между результатами наблюдений 
[image: image205.wmf]i
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 и вычисленными значениями, предсказываемыми регрессией. В случае линейной регрессии y на x  между коэффициентом  R и выборочным 

коэффициентом корреляции 
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 имеется следующее соотношение:
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При проведении практических расчетов рекомендуется придерживаться следующей последовательность вычислений:
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Суммирование везде ведется по переменной   i = 1,2,..., n. Все вычисления удобно заносить в таблицу. 
Пример.

      Некоторая фирма производит поставки  на короткие расстояния внутри города. В таблице  (9)  приведены данные о длине маршрута  y   и  затраченным на  поставку временем x  десяти случайным образом выбранных поставок. Найти оценки параметров линейной регрессии  y  на   x, оценку дисперсии ошибок наблюдений , доверительные интервалы для параметров и  условного среднего значения  при  x = 
[image: image217.wmf]0
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, коэффициент детерминации. Проверить значимость линейной регрессии  при 
[image: image218.wmf]a

= 0,05.
                                                                                 Таблица 9

	Расстояние (y),км
	Время (x),мин

	3,5
	16

	2,4
	13

	4,9
	19

	4,2
	18

	3,0
	12

	1,3
	11

	1,0
	8

	3,0
	14

	1,5
	9

	4,1
	16


Составим  расчетную Таблицу (10)
                                                                                   Таблица10
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 EMBED Equation.3  [image: image224.wmf]i
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	3,5
	16
	12,25
	256
	56,0

	
	2,4
	13
	5,76
	169
	31,2

	
	4,9
	19
	24,01
	361
	93,17

	
	4,2
	18
	17,64
	324
	75,6

	
	3,0
	12
	9,0
	144
	36,0

	
	1,3
	11
	1,69
	121
	14,3

	
	1,0
	8
	1,0
	64
	8,0

	
	3,0
	14
	9,0
	196
	42,0

	
	1,5
	9
	2,25
	81
	13,5

	
	4,1
	16
	16,81
	256
	65,6
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Уравнение выборочной линейной  регрессии  (13) имеет вид 

                                              y = -1,73 + 0,34x.

В практических вычислениях остаточную сумму квадратов получают из тождества         
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Величина   
[image: image241.wmf]R
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 называется  суммой квадратов, обусловленной регрессией .                      
Используя тождество (25), находим остаточную сумму квадратов 
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Оценка дисперсии ошибок наблюдений по формуле (19) равна
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Значение квантили     
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  (Приложение 3)
Границы доверительных интервалов для коэффициента 
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 по формуле (20):
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для коэффициента 
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 по формуле (21):
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Коэффициент детерминации  по формуле (24)
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Этот результат означает, что уравнение регрессии на 92% объясняет общий разброс результатов наблюдений относительно горизонтальной прямой 

 y = 2,89. Выборочный коэффициент корреляции 
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Проверим значимость линейной регрессии. Гипотеза 
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 отклоняется на уровне значимости  
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= 0,05 , так как доверительный интервал для 
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 не накрывает нуль с доверительной вероятностью 0,95.
Этот же результат получим, используя для проверки гипотезы 
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 статистику (22). Выборочное значение этой статистики
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Квантиль распределения Фишера  
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 (Приложение 5)

меньше выборочного значения статистики 
[image: image262.wmf]в

z

, следовательно гипотеза 
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H

 отклоняется на уровне значимости  
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= 0,05. Таким образом, линейная регрессия  y  на  x  статистически значима.
Границы доверительного интервала для значения 
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Построим доверительные интервалы для 
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                             y(19) =-1,73+0,34x = 4,73 ,

4,73 
[image: image274.wmf]±

0,94 
[image: image275.wmf]4

,

122

)

6

,

13

19

(

1

,

0

2

-

+

  ,    4,73
[image: image276.wmf]±

0,54.
                             y(12) = -1,73+0,34x = 2,35

2,35
[image: image277.wmf]±

0,94
[image: image278.wmf]4

,

122

)

6

,

13

12

(

1

,

0

2

-

+

,         2,35
[image: image279.wmf]±

0,33.

                                   [image: image280.png]



                                                        Рис.5.
Проверка адекватности линейной регрессионной модели

Линейная регрессионная модель называется адекватной, если   предсказанные по ней значения переменной  y  согласуются с результатами наблюдений. Грубая оценка адекватности модели может быть приведена непосредственно по графику остатков, т.е. по сумме квадратов разностей между наблюдениями и соответствующими в значениями   y, полученными   по уравнению регрессии.

Если модель адекватна, то остатки являются реализациями случайных ошибок наблюдений , которые  в силу предполжений независимы, имеют  нормальное распределение  с нулевыми математическими ожиданиями  и одинаковыми дисперсиями 
[image: image281.wmf]2

s

.Проверка выполнения этих предположений различными статистическими методами лежит в основе оценки адекватности по графику остатков.

Пусть для каждого или некоторых значений переменной  х  имеются несколько повторных наблюдений случайной величины  у .
Пусть повторные наблюдения получены при значениях  х1,х2,……хm причем при   х = хi произведено ni наблюдений  у, где 
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=

m

i

i

n

1

= n – объем выборки наблюдений. Обозначим yij – результаты повторных наблюдений переменной  у  при х = хi i=1,2,…,m ; j=1,2,…,ni ;

Если модель адекватна наблюдениям , то cредние  ni  наблюдений , т.е. 
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,   i=1,2,…,m   должны бить близки к вычисленным значениям  у (хi).
Следственно сумма квадратов        Qn = 
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[image: image285.wmf]является мерой неадекватности модели.

Остаточная сумма квадратов Qe  может быть разбита на две составляющих:
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где  - сумма чистой ошибки
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Если линейная регрессия адекватна данным , то статистики Qp и Qn независимы и имеют распределение 
[image: image288.wmf]c

2 соответственно  с m-2  и  n-m  степенями свободы.
Отношение этих статистик имеет распределение Фишера, т.е.:
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Если 
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, то модель адекватна наблюдениям и 
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можно использовать в качестве оценки дисперсии  
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, в противном случае нужно использовать другую модель (нелинейную).

Пример. 
Найти  оценки параметров линейной регрессии по следующим данным:

	x
	1
	1
	1,3
	2
	2
	3
	3
	2,7
	2,7
	4,3
	4,3
	4,3
	4,7
	5,0
	5,0

	y
	0,5
	0,1
	0,7
	0,5
	1,2
	1,2
	1,7
	0,9
	2,2
	1,1
	1,7
	2,5
	2,4
	2,0
	2,2


Проверить адекватность линейной регрессии по этим данным. Принять
 
[image: image293.wmf]a

= 0,05. Выпишем  результаты повторных наблюдений:
                                                                                Таблица 11

	
	1
	xi
	1
	2
	3
	2,7
	4,3
	5,0
	(

	
	2
	yij
	0,5

0,1
	0,5

1,2
	1,2

1,7
	0,5

2,2
	1,1

1,7

2,5
	2,0

2,2
	17,8

	
	3
	ni
	2
	2
	2
	2
	3
	2
	13

	
	4
	
[image: image294.wmf]i
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	0,3
	0,85
	1,45
	1,55
	1,73
	2,1
	

	
	5
	   yij 2
	0,25

0,01
	0,25

1,44
	1,44

2,89
	0,81

4,84
	1,4

2,89

6,25
	4,0

4,84
	31,12

	
	6
	yi=
[image: image295.wmf]å

j

yij
	0,6
	1,7
	2,9
	3,1
	5,3
	4,2
	

	
	7
	xi yi
	0,6
	3,4
	8,7
	8,37
	22,79
	21,0
	64,08

	
	8
	xi ni
	2
	4
	6
	5,4
	12,9
	10,0
	40,3

	
	9
	xi ni2
	2
	8
	18
	14,58
	55,47
	50
	148,05
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По формулам  (17), (18) находим
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Находим остаточную сумму квадратов
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,    Qe = 6,74 – 4,059 – 2,681.
Для парных повторных наблюдений при вычислении Qp удобно пользоваться соотношением
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Используя это соотношение , а также то, что   при  x = 4,3  имеем  
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 , по формуле (27) получим
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Используя тождество  (26) находим сумму квадратов, обусловленную неадекватностью:
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Выборочное значение статистики  (28) равно
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Так как квантиль 
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[image: image309.wmf]в
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=0,296,  то линейная  регрессия (модель) адекватна результатам наблюдений.
                             Множественная линейная регрессия

Рассмотрим случай, когда число переменных  больше 2. В этом случае  линейная модель имеет вид
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[image: image312.wmf][image: image541.wmf]                                                   (29)

где  
[image: image313.wmf]e

 -  вектор ошибок наблюдений.

Введем следующие матричные обозначения :
где  
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-вектор-столбец выборочных значений результирующего признака;  
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-матрица значений переменных 
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- вектор –столбец всех параметров регрессии;
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-вектор-столбец выборочных реализаций случайной составляющей,
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[image: image321.wmf]i
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 -независимы и имеют нормальное распределение с параметрами  (0,
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В матричном виде модель записывается так: 
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                                                     Y = X
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  + 
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,                                                 (30)                                  
Вектор параметров регрессии  находят при условии минимизации ее ошибки   
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 по формуле:
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 штрих здесь и далее означает транспонирование .                   
 Остаточная сумма квадратов Qe вычисляется по формуле
                          Qe = 
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Проверка гипотезы    Н0: 
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 позволяет установить, находятся ли переменные    
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  во взаимосвязи с Y. Статистикой критерия для проверки гипотезы Н0 является соотношение
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если выборочное значение этой статистики  
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Н0 отклоняется; в противном случае следует считать , что взаимосвязи  Y с переменными 
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Границы доверительных интервалов для параметров (j  определяются по формуле
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где  
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При использовании модели  (29) для представления данных необходимо решить вопрос целесообразности включения переменных   
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  в модель. для этого проверяются гипотезы 
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 Эти гипотезы могут быть проверены непосредственно по доверительным интервалам (35). Если  доверительный интервал для   
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принимается и соответствующую переменную 
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Коэффициент множественной корреляции  определяется по формуле

                                        R = 
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Использование  Excel программы для получения множественной линейной модели.
В меню  Вставка  выбрать пункт  функции, затем  в перечне функций выбрать  Линейн.

	


Эта функция рассчитывает оценки параметров линейной регрессии с применением метода наименьших квадратов. Поскольку возвращается массив значений, функция должна задаваться в виде формулы массива.

Уравнение для прямой линии имеет следующий вид:

y = mx + b или

y = m1x1 + m2x2 + ... + b (в случае нескольких диапазонов значений x),

где зависимое значение y — функция независимого значения x, значения m — коэффициенты, соответствующие каждой независимой переменной x, а b — постоянная. Заметим, что y, x и m могут быть векторами. Функция ЛИНЕЙН возвращает массив {mn;mn-1;...;m1;b}. ЛИНЕЙН может также возвращать дополнительную регрессионную статистику.

Синтаксис
ЛИНЕЙН(известные_значения_y;известные_значения_x;конст;статистика)

Известные_значения_y — множество значений y, которые уже известны для соотношения y = mx + b( наблюдения y). 

· Если массив известные_значения_y имеет один столбец, то каждый столбец массива известные_значения_x интерпретируется как отдельная переменная. 

· Если массив известные_значения_y имеет одну строку, то каждая строка массива известные_значения_x интерпретируется как отдельная переменная. 

Известные_значения_x — необязательное множество значений x, которые уже известны для соотношения y = mx + b. 

· Массив известные_значения_x может содержать одно или несколько множеств переменных. Если используется только одна переменная, то известные_значения_y и известные_значения_x могут иметь любую форму, при условии, что они имеют одинаковую размерность. Если используется более одной переменной, то известные_значения_y должны быть вектором (то есть интервалом высотой в одну строку или шириной в один столбец). 

· Если известные_значения_x опущены, то предполагается, что это массив {1;2;3;...} такого же размера, как и известные_значения_y. 

Конст — логическое значение, которое указывает, требуется ли, чтобы константа b была равна 0. 

· Если конст имеет значение ИСТИНА или опущено, то b вычисляется обычным образом. 

· Если аргумент конст имеет значение ЛОЖЬ, то b полагается равным 0 и значения m подбираются так, чтобы выполнялось соотношение y = mx. 

Статистика — логическое значение, которое указывает, требуется ли вернуть дополнительную статистику по регрессии. 

· Если аргумент статистика имеет значение ИСТИНА, то функция ЛИНЕЙН возвращает дополнительную регрессионную статистику, так что возвращаемый массив будет иметь вид: {mn;mn-1;...;m1;b:sen;sen-1;...;se1;seb:r2;sey:F;df:ssreg;ssresid}. 

· Если аргумент статистика имеет значение ЛОЖЬ или опущен, то функция ЛИНЕЙН возвращает только коэффициенты m и постоянную b. 

Дополнительная регрессионная статистика:

	Величина
	Описание

	se1,se2,...,sen
	Стандартные значения ошибок для коэффициентов m1,m2,...,mn.

	seb
	Стандартное значение ошибки для постоянной b (seb = #Н/Д, если конст имеет значение ЛОЖЬ).

	r2
	Коэффициент детерминации. Сравниваются фактические значения y и значения, получаемые из уравнения прямой; по результатам сравнения вычисляется коэффициент детерминации, нормированный от 0 до 1. Если он равен 1, то имеет место полная корреляция с моделью, т. е. нет различия между фактическим и оценочным значениями y. В противоположном случае, если коэффициент детерминации равен 0, то уравнение регрессии неудачно для предсказания значений y. 

	sey
	Стандартная ошибка для оценки y.

	F
	F-статистика, или F-наблюдаемое значение. F-статистика используется для определения того, является ли наблюдаемая взаимосвязь между зависимой и независимой переменными случайной или нет.

	df
	Степени свободы. Степени свободы полезны для нахождения F-критических значений в статистической таблице. Для определения уровня надежности модели нужно сравнить значения в таблице с F-статистикой, возвращаемой функцией ЛИНЕЙН.

	ssreg
	Регрессионная сумма квадратов.

	ssresid
	Остаточная сумма квадратов.


Эти данные выводятся в следующую таблицу :
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· Проводя регрессионный анализ, Microsoft Excel вычисляет для каждой точки квадрат разности между прогнозируемым значением y и фактическим значением y. Сумма этих квадратов разностей называется остаточной суммой квадратов Qe. Затем Microsoft Excel подсчитывает сумму квадратов разностей между фактическими значениями y и средним значением y, которая называется общей суммой квадратов (регрессионная сумма квадратов + остаточная сумма квадратов, QR+ Qe). Чем меньше остаточная сумма квадратов по сравнению с общей суммой квадратов, тем больше значение коэффициента детерминации r2, который показывает, насколько хорошо уравнение, полученное с помощью регрессионного анализа, объясняет взаимосвязи между переменными. 
· Формулы, которые возвращают массивы, должны быть введены как формулы массива. 
· При вводе массива констант в качестве, например, аргумента известные_значения_x, следует использовать точку с запятой для разделения значений в одной строке и двоеточие для разделения строк. Знаки-разделители могут быть различными в зависимости от настроек, заданных в окне Язык и стандарты, открываемом с панели управления. 

· Следует отметить, что значения y, предсказанные с помощью уравнения регрессии, возможно, не будут правильными, если они располагаются вне интервала значений y, которые использовались для определения уравнения. 
Пример 1.   
	 1

	2

	3

	4

	5

	6


	7
	A

B

Известные значения y

Известные значения x

1

0

9

4

5

2

7

3

Формула

Формула

=ЛИНЕЙН(A2:A5;B2:B5;;ЛОЖЬ)

 




Примечание.   Формулу в этом примере необходимо ввести как формулу массива. После ввода данных выделите диапазон A7:B7, начиная с ячейки, содержащей формулу. Нажмите клавишу F2, а затем — клавиши CTRL+SHIFT+ENTER. Если формула не будет введена как формула массива, единственное значение будет равно 2.

Если формула вводится как формула массива, возвращается наклон (2) и y-пересечение (1).

Пример 2   Простая линейная регрессия
	 1

	2

	3

	4

	5

	6

	7

	8


	
	A

B

Месяц

Продажи

1

3100

2

4500

3

4400

4

5400

5

7500

6

8100

Формула

Описание (результат)

=СУММ(ЛИНЕЙН(B2:B7; A2:A7)*{9;1})

Оценивает количество продаж за девятый месяц (11000)




В общем случае СУММ({m;b}*{x;1}) равняется mx + b, то есть значению y для данного значения x. 

Пример 3   Множественная линейная регрессия
Предположим, что застройщик оценивает стоимость группы небольших офисных зданий в традиционном деловом районе. Застройщик может использовать множественный регрессионный анализ для оценки цены офисного здания в заданном районе на основе следующих переменных.

	Переменная
	Смысл переменной

	y
	Оценочная цена здания под офис

	x1
	Общая площадь в квадратных метрах

	x2
	Количество офисов

	x3
	Количество входов

	x4
	Время эксплуатации здания в годах


В этом примере предполагается, что существует линейная зависимость между каждой независимой переменной (x1, x2, x3 и x4) и зависимой переменной (y), то есть ценой здания под офис в данном районе.

Застройщик наугад выбирает 11 зданий из имеющихся 1500 и получает следующие данные. "Пол-входа" (1/2) означает вход только для доставки корреспонденции.

	 


	1


	
	2

	3

	4

	5

	6

	7

	8

	9

	10

	11


	  12
  13
  14
	A

B

C

D

E

Общая площадь (x1)

Количество офисов (x2)

Количество входов (x3)

Время эксплуатации (x4)

Оценочная цена (y)

2310

2

2

20

142 000

2333

2

2

12

144 000

2356

3

1.5

33

151 000

2379

3

2

43

150 000

2402

2

3

53

139 000

2425

4

2

23

169 000

2448

2

1.5

99

126 000

2471

2

2

34

142 900

2494

3

3

23

163 000

2517

4

4

55

169 000

2540

2

3

22

149 000

=ЛИНЕЙН(E2:E12;A2:D12;ИСТИНА;ИСТИНА)




Примечание.   Формулу в этом примере необходимо ввести как формулу массива. После ввода данных выделите диапазон A14:E18, начиная с ячейки, содержащей формулу. Нажмите клавишу F2, введите формулу, а затем — клавиши CTRL+SHIFT+ENTER. Если формула не будет введена как формула массива, единственное значение будет равно -234,2371645.      
Если формула вводится как формула массива, возвращается следующая статистика по регрессии.
                              A                  B              C                 D                E

	14
	-246,51152
	2502,125
	12133,01
	34,72357
	37003,05

	15
	9,08851559
	343,8803
	296,1112
	3,244351
	7487,764

	16
	0,99839179
	682,5367
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д

	17
	931,215209
	6
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д

	18
	1735250316
	2795138
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д


Уравнение множественной регрессии y = m1*x1 + m2*x2 + m3*x3 + m4*x4 + b теперь может быть получено из строки 14:

y = 34,72*x1 + 12133,01*x2 + 2502,12*x3 - 246,51*x4 + 37003,05. Теперь застройщик может определить оценочную стоимость здания под офис в том же районе, которое имеет площадь 2500 квадратных метров, три офиса, два входа, зданию 25 лет, используя следующее уравнение:

y = 34,72*2500 + 12133,01*3 + 2502,12*2 - 246,51*25 + 37003,05 = 159043,57 грн.  Можно скопировать следующую таблицу в ячейку A21 листа примера.
	Общая площадь (x1)
	Количество офисов (x2)
	Количество входов (x3)
	Время эксплуатации (x4)
	Оценочная цена (y)

	2500
	3
	2
	25
	=D14*A22 + C14*B22 + B14*C22 + A14*D22 + E14


Это значение может быть также вычислено с помощью функции ТЕНДЕНЦИЯ.

                 Использование статистик F и r2
В предыдущем примере коэффициент детерминации r2 равен 0,9984 (см. ячейку A17 в результатах функции ЛИНЕЙН), что указывает на сильную зависимость между независимыми переменными и продажной ценой. Можно использовать F-статистику, чтобы определить, является ли этот результат (с таким высоким значение r2 ) случайным.
Предположим, что на самом деле нет взаимосвязи между переменными, просто статистический анализ вывел сильную взаимозависимость по взятой равномерной выборке 11 зданий. 
Если F-наблюдаемое больше, чем F-критическое, то взаимосвязь между переменными имеется. F-критическое можно получить из таблицы F-критических значений в любом справочнике по математической статистике. Для того, чтобы найти это значение, используя односторонний тест, положим уровень значимости 
[image: image360.wmf]=

a

0,05, а для числа степеней свободы (обозначаемых обычно v1 и v2), положим v1 = k =  4 и   v2 = n - (k + 1) = 11 - (4 + 1) = 6, где k - это число переменных, а n - число точек данных. Из таблицы справочника F-критическое равно 4,53.

F-наблюдаемое равно 1,2152 (ячейка A18), что заметно больше чем F-критическое (4,53). Следовательно, полученное регрессионное уравнение полезно для предсказания оценочной стоимости зданий в данном районе.

                              Вычисление t-статистики
Другой гипотетический эксперимент определит, полезен ли каждый коэффициент наклона для оценки стоимости здания под офис в примере 3. Например, для проверки того, что срок эксплуатации здания имеет статистическую значимость, разделим -246,51 (коэффициент наклона для срока эксплуатации здания) на 9,089(оценка стандартной ошибки для коэффициента времени эксплуатации из ячейки A15). Ниже приводится наблюдаемое t-значение:

t = m4 / se4 = -246,51/ 9,089 = -27,12. Если посмотреть в таблицу справочника по математической статистике, то окажется, что t-критическое с 6 степенями свободы и 
[image: image361.wmf]=
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= 0,05 равно 1,94. Поскольку абсолютная величина t, равная 27,12, больше, чем 1,94, срок эксплуатации — это важная переменная для оценки стоимости здания под офис. Аналогичным образом можно протестировать все другие переменные на статистическую значимость. Ниже приводятся наблюдаемые t-значения для каждой из независимых переменных:
	Переменная
	t-наблюдаемое значение

	Общая площадь
	7,28

	Количество офисов
	40,97

	Количество входов
	10,72

	Возраст
	27,12


Все эти значения имеют абсолютную величину большую, чем 1,94; следовательно, все переменные, использованные в уравнении регрессии, полезны для предсказания оценочной стоимости здания под офис в данном районе.

Линейная регрессионная модель общего вида

                             (криволинейная регрессия)
В общем случае, если регрессия y на x отличается от линейной, рассматривают линейную по параметрам регрессионную модель вида
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где a1(x), a2(x),…, ak-1(x) – это известные функции, а параметры (0, (1, …,(m – неизвестные параметры.
Пусть (xi, yi)  i =
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– результаты наблюдений переменных x  и  y.С учетом ошибок измерений, результаты наблюдений y являются реализациями случайных величин.
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( i – случайные ошибки наблюдений, независимые случайные величины,

 распределенные нормально с параметрами 
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Для нахождения оценок параметров регрессии по результатам набдюдений используется метод наименьших квадратов.

Введем матричные обозначения:
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   -  вектор набдюдений,        
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- регрессионная матрица размера (
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Система уравнений по методу наименьших квадратов примет вид:
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 -  квадратная матрица к-го порядка.

При условии, что  
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 - невырожденная матрица, решение системы можно записать в виде
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Как и в случае линейной регрессии, качество аппроксимации результатов наблюдений   
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,  i=1,2,…,n, регрессионной моделью (37) определяется  остаточной дисперсией  
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где Qe – остаточная сумма квадратов, равная
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На практике остаточную сумму квадратов вычисляют из тождества
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Если модель (37) адекватна результатам наблюдений, то остаточная дисперсия является несмещенной оценкой дисперсии ошибок наблюдений  
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, причем статистика 
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 имеет распределение 
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 с  n – k  степенями свободы. В этом случае можно проверить гипотезы о параметрах модели и найти  доверительные интервалы для этих параметров. 

 Для проверки гипотезы    Н0: 
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  используют статистику
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Если гипотеза   Н0   верна (в этом случае говорят, что модель (36) статистически незначима), то статистика  (42) имеет распределение Фишера с  k-1 и  n-k степенями свободы.

Границы доверительных интервалов для параметров (j  определяются по формуле
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где  
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- диагональный элемент матрицы  
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- заданный уровень значимости.

 Пусть при различных значениях 
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 переменной  х  имеются повторные наблюдения переменной у ,причем при   х = хi произведено ni наблюдений  у, где 
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= n – объем выборки наблюдений. Обозначим yij – результаты повторных наблюдений переменной  у  при х = хi i=1,2,…,m ; j=1,2,…,ni ;                         

Адекватность модели проверяется аналогично линейной регрессии, вычисляется статистика:
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Пример.

Найти оценки параметров модели
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по следующим данным:

	x
	-2
	-1
	0
	1
	2

	y
	-7
	-2
	1
	49
	102


Проверить значимость модели, вычислить оценку дисперсии ошибок наблюдений и найти доверительные интервалы для параметров модели. Принять 
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= 0,05.
В данном примере            
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Система уравнений (39) примет вид:
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Составим Таблицу 12.
                                                                                     Таблица12

	
	x
	y
	xy
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	y2

	
	-2
	-7
	14
	4
	-28
	-8
	16
	49

	
	-1
	-2
	2
	1
	-2
	-1
	1
	4

	
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	1

	
	1
	49
	49
	1
	49
	1
	1
	2401

	
	2
	102
	204
	4
	408
	8
	16
	10404
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Подставив  полученные суммы в (45), получим
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Решение системы :      
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Уравнение регрессии

                                     y=8,4  +  26,9x  + 10,07x2
Для проверки значимости модели  последовательно находим  
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Выборочное значение статистики (43) равно
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Так как  
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 ( Приложение 5), то гипотеза о незначимости модели отклоняется.
Коэффициент детерминации
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Оценка дисперсии ошибок наблюдений определяется по формуле  (41):
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Определим доверительные интервалы для параметров модели. По таблице Приложения 3 находим  
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 По формулам (44) границы доверительных интервалов

для 
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Ни один доверительный интервал не накрывает нуль, следовательно все переменные включаем в модель. Большой разброс границ  объясняется тем, что оценки параметров определены по малому числу наблюдений   (n = 5). 
Использование  средств  Excel  для получения коэффициентов регрессионной   модели.

Приведенный пример показывает, что обработка результатов наблюдений  для получения коэффициентов регрессионной модели довольно трудоемка. Среди средств Excel имеется надстройка  «Поиск решений», с помощью которой можно автоматизировать  расчеты. 
Постановка задачи и оптимизация модели с помощью процедуры поиска решения

1. В меню Сервис выберите команду Поиск решения. 

2. Если команда Поиск решения отсутствует в меню Сервис, установите надстройку «Поиск решения». 


Инструкции

1. В меню Сервис выберите команду Надстройки. 
2. Нажмите кнопку Обзор, чтобы найти надстройку  Поиск решения.
3. Установите флажок надстройки Поиск решения, а затем нажмите кнопку OK. 

4. Следуйте инструкциям программы установки, если они имеются. 

3. В поле Установить целевую ячейку введите ссылку на ячейку или имя конечной ячейки. Конечная ячейка должна содержать формулу. 

4. Выполните одно из следующих действий: 

· чтобы максимизировать значение конечной ячейки путем изменения значений влияющих ячеек, установите переключатель в положение максимальному значению; 

· чтобы минимизировать значение конечной ячейки путем изменения значений влияющих ячеек, установите переключатель в положение минимальному значению; 

· чтобы установить значение в конечной ячейке равным некоторому числу, установите переключатель в положение значению и введите в соответствующее поле требуемое число. 

· В поле Изменяя ячейки введите имена или ссылки на изменяемые ячейки, разделяя их запятыми. Изменяемые ячейки должны быть прямо или косвенно связаны с конечной ячейкой. Допускается задание до 200 изменяемых ячеек. 

· Чтобы автоматически найти все ячейки, влияющие на формулу модели, нажмите кнопку Предположить. 

· В поле Ограничения введите все ограничения, накладываемые на поиск решения. 

Добавление ограничения

0. В разделе Ограничения диалогового окна Поиск решения нажмите кнопку Параметры. 

1. В поле Ссылка на ячейку введите адрес или имя ячейки, на значение которой накладываются ограничения. 

2. Выберите из раскрывающегося списка условный оператор ( <=, =, >=, цел или двоич ), который должен располагаться между ссылкой и ограничение. Если выбрано цел, в поле Ограничение появится «целое». Если выбрано двоич, в поле Ограничение появится «двоичное». 

3. В поле Ограничение введите число, ссылку на ячейку или ее имя либо формулу. 

4. Выполните одно из следующих действий. 

4. Чтобы принять ограничение и приступить к вводу нового, нажмите кнопку Добавить. 

4. Чтобы принять ограничение и вернуться в диалоговое окно Поиск решения, нажмите кнопку OK. 

Примечания 

· Условные операторы типа цел и двоич можно применять только при наложении ограничений на изменяемые ячейки. 

· Флажок Линейная модель в диалоговом окне Параметры поиска решения позволяет задать любое количество ограничений. При решении нелинейных задач на значения изменяемых ячеек можно наложить более 100 ограничений, в дополнение к целочисленным ограничениям на переменные. 
                
Изменение и удаление ограничений

7. В списке Ограничения диалогового окна Поиск решения укажите ограничение, которое требуется изменить или удалить. 

8. Выберите команду Изменить и внесите изменения либо нажмите кнопку Удалить. 

Нажмите кнопку Выполнить и выполните одно из следующих действий: 

· чтобы сохранить найденное решение на листе, выберите в диалоговом окне Результаты поиска решения вариант Сохранить найденное решение; 

· чтобы восстановить исходные данные, выберите вариант Восстановить исходные значения. 
Пример. 
        На пустом листе Ecxel   подготовить таблицу, приведенную ниже. Ячейки   В2:Е4  не заполняются. Заполнить нужно ячейки А6:А15  и  В6:В15, введя в них исходные данные, а в ячейки C6:C15, D6:D15, E6:E15 формулы:

	С6=(В6-(В3+С3*А6))^2  и копируется в остальные ячейки столбца С до C15;



	D6=(В6-(В4+С4*А6+D4*A6^2))^2 и  копируется в остальные ячейки столбца D до D15;



	E6=(В6-(В5+С5*А6+D5*А6^2+E5^3))^2  и копируется в остальные ячейки столбца E до E15;

	В строке 16 вычисляется  остаточная сумма квадратов  Qe. Это целевые ячейки, в них нужно ввести соответственно формулы:

 
С16=СУММ(С6:С15);   D16=СУММ(D6:D15);   E16=СУММ(E6:E15).



 В диалоговом окне  Поиск решений следует установить:

1.      флажок на «минимальное значение», 

2.   изменяя ячейки :   для прямой    В2:С2,    для параболы    В3:С3:D3,            для гиперболы    B4:C4:D4:E4 

 3.   целевую ячейку:      для прямой    C16;      для параболы    D16;           для гиперболы   E16. 
 Поле ограничения  оставляем пустым, т.к. на переменные x и y никаких ограничений  нет, это любые действительные числа. Нажать кнопку Предположить.  Нажать кнопку Выполнить.

Чтобы сохранить найденное решение , установить переключатель в диалоговом окне Результаты поиска решения  в положение  Сохранить найденное решение.
 Действия  1.-3. нужно проделать трижды, указывая соответствующие ячейки для прямой, параболы и гиперболы. В результате получим таблицу:
	
	A
	B
	C
	D
	E

	1
	Коэффициенты
	a
	b
	c
	d

	2
	a+bx
	3,056
	-0,141
	
	

	3
	a+bx+cx^2
	3,300
	-0,133
	-0,026
	

	4
	a+bx+cx^2+dx^3
	3,356
	-0,649
	-0,010
	0,033

	5
	x
	y(x)
	Прямая
	Парабола
	Гипербола

	6
	1
	4
	0,401
	3,134
	8,487

	7
	4
	-5
	62,343
	56,892
	77,679

	8
	0
	1
	6,372
	2,985
	0,141

	9
	5
	0
	7,500
	10,560
	13,155

	10
	-3
	-1
	24,956
	49,427
	64,987

	11
	3
	0
	9,320
	4,567
	9,884

	12
	-5
	5
	0,476
	22,455
	306,196

	13
	-1
	1
	7,190
	6,388
	0,025

	14
	2
	2
	1,464
	0,001
	0,007

	15
	-2
	7
	0,995
	5,625
	14,825

	16
	
	
	130,016
	162,034
	495,385


Из таблицы видно, что наилучшую аппроксимацию дает  линейная регрессия т.к. остаточная сумма Qe в этом случае меньше , чем для гиперболической и параболической регрессий.
       Некоторые нелинейные задачи, сводящиеся к линейным моделям.

Во многих практически важных задачах  зависимость между переменными  y  и x   нелинейна  по параметрам. Однако часто можно найти преобразование  переменных , которое приводит к линейной модели. Как правило, вычисление оценок параметров для линейной модели  существенно упрощается. Тем не менее следует иметь в виду , что при вычислении оценок параметров по методу наименьших квадратов в этом случае минимизируется сумма квадратов отклонений  преобразованных, а не исходных данных. Очевидно, что свойства полученных оценок и возможность их статистического анализа зависят от того, удовлетворяются ли условия  регрессионного анализа. Рассмотрим некоторые примеры.
1. Зависимость между переменными z  и  x  имеет вид  
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Преобразуем эту модель в линейную по параметрам. Запишем зависимость между   z  и  x  в таком виде:
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Обозначим  
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, тогда получим   линейную по параметрам 
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модель   
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      2. Зависимость между переменными  z  и   t: 
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, прологорифмируем обе части равенства  по основанию e,  получим 
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       3.  Пусть  
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       4.  Рассмотрим зависимость 
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                            Факторный анализ

Основные положения
Факторный анализ – это один из новых разделов многомерного статистического анализа. Первоначально  этот метод разрабатывался для объяснения корреляции между исходными параметрами. Результатом корреляционного анализа является матрица коэффициентов корреляции.  При малом числе признаков (переменных) можно провести визуальный анализ этой матрицы. С ростом числа признаков (10 и более) визуальный анализ не даст положительных результатов. Оказывается, что все многообразие корреляционных связей можно объяснить действием нескольких обобщенных факторов, которые являются функциями исследуемых параметров, при этом сами факторы могут быть неизвестны, но их можно выразить через исследуемые признаки.
 Основоположником факторного анализа является американский ученый Л.Терстоун.


Современные статистики под факторным анализом понимают совокупность методов, которые на основе реально существующей связи между признаками позволяет выявить латентные (скрытые) обобщающие характеристики организационной структуры и механизмы развития изучаемых явлений и процессов.


Пример: предположим, что n автомобилей оценивается по 2 признакам:


x1 – стоимость автомобиля,

x2 – длительность рабочего ресурса мотора.

При условии коррелированности  x1  и   x2  в системе координат появляется направленное и достаточно плотное скопление точек, формально отображаемое новыми осями  
[image: image445.wmf]1

F

 и 
[image: image446.wmf]2

F

( Рис.5).
       [image: image447.png]


   Рис.6      [image: image448.png]



Характерная особенность F1  и  F2  заключается в том, что они проходят через плотные скопления точек и в свою очередь коррелируют с  x1 x 2.Максимальное  
число новых осей будет равно числу элементарных признаков. Дальнейшие разработки факторного анализа показали, что этот метод может быть с успехом применены в задачах группировки и классификации объектов.

  
      Представление информации в факторном анализе.

Для проведения факторного анализа информация должна быть представлена  в виде матрицы размером m x n:
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Строки матрицы соответствуют объектам наблюдений (i=
[image: image450.wmf]n

,

1

), а столбцы – признакам (j=
[image: image451.wmf]m

,

1

).


Признаки, характеризующие объект имеют разную размерность. Для того, чтобы их привести к одной размерности и обеспечить сопоставимость признаков матрицу исходных данных обычно нормируют, вводя единый масштаб. Самым распространенным способом нормировки является стандартизация. От переменных  
[image: image452.wmf]ij
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 переходят к переменным
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, где
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 - среднее значение  j  признака,

[image: image455.wmf]j

s

- среднеквадратическое отклонение.

Такое преобразование называется стандартизацией. 


           Основная модель факторного анализа 

Основная модель факторного анализа имеет вид:
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zj   –  j-й признак (величина случайная);

F1, F2, …, Fp  –  общие факторы (величины случайные, нормально распределенные);

uj – характерный фактор;

(j1, (j2, …, (jp – факторы нагрузки, характеризующие существенность влияния каждого фактора (параметры модели, подлежащие определению);
dj – нагрузка характерного фактора .
Общие  факторы имеют существенное значение для анализа всех признаков. Характерные  факторы показывают, что он относится только к данному 
[image: image458.wmf]j

-му признаку, это специфика  признака, которая не может быть выражена через факторы  
[image: image459.wmf]k

F

. Факторные нагрузки (j1, (j2, …, (jp характеризуют величину влияния того или иного общего фактора в вариации данного признака. Основная задача факторного анализа – определить факторные нагрузки. Дисперсию  Sj2 каждого признака, можно разделить на 2 составляющие: 
1) первая часть обуславливает  действие общих факторов – общность  hj2;
2) вторая часть обуславливает  действие характерного фактора –характерность - dj2 .

Все переменные представлены в стандартизованном виде, поэтому дисперсия 
[image: image460.wmf]j

-го признака  Sj2  = 1.
Если общие и характерные факторы не коррелируют между собой, то дисперсию j-го признака можно представить в виде:
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где  
[image: image462.wmf]2
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- доля дисперсии признака  
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 , приходящаяся  на   k-ый  фактор.     
Полный вклад какого-либо фактора в суммарную дисперсию равен:
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Вклад  всех общих факторов в суммарную дисперсию:
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Результаты факторного анализа удобно представить в виде таблицы.
	
	Факторные нагрузки
	Общности

	А
	a11        a 21        …      a p1

a 12      a 22       …         a p2

…        …      …     …

a 1m      a 2m     …        a pm
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	Вклады
факторов
	V1        V2     …    Vp
	V


А  - матрица факторных нагрузок. Ее можно получить различными способами, в настоящее время наиболее распространение получил метод главных компонент или главных факторов.

Вычислительная процедура метода главных факторов.

Решение задачи с помощью главных компонент сводится к поэтапному преобразованию матрицы исходных данных   X :
               [image: image471.png]A
X—z—R <‘U~>V\—>A‘>F




                                                               Рис.7  
Х- матрица исходных данных;
Z – матрица стандартизированных значений признаков ,  
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R – матрица парных корреляций :   
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- диагональная матрица собственных (характеристических) чисел,
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(j    находят решением  характеристического уравнения   
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Е–единичная матрица, 
(j – показатель дисперсии  каждой главной компоненты   
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  при условии стандартизации исходных данных  
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U – матрица собственных векторов , которые находят из уравнения:
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Реально  это означает решение  m  систем линейных уравнений для каждого

[image: image481.wmf]j
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,т.е. каждому собственному числу соответствует система уравнений. 
Затем находят  V- матрицу нормированных собственных векторов.
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 EMBED Equation.3 [image: image485.wmf]

[image: image486.wmf]Матрицу факторного отображения А  вычисляют по формуле:
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[image: image488.wmf]Затем находим значения главных компонент по одной из эквивалентных формул:
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 EMBED Equation.3 [image: image490.wmf]'

'

2

/

1

'

'

1

'

1

Z

V

Z

A

Z

A

F

×

×

=

×

×

=

×

=

-

-

-

l

l


Пример:

Совокупность из четырех   промышленных предприятий оценена по трем характерным признакам:
· среднегодовая выработка на одного работника х1;
· уровень рентабельности х2;
-    уровень фондоотдачи х3.
Результат представлен в стандартизированной матрице Z:
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По матрице Z получена матрица парных корреляций R:
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1. Найдем  определитель матрицы парных корреляций(например методом Фаддеева):
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2. Построим характеристическое уравнение:
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3. Решая это уравнение найдем: 
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Таким образом  исходные элементарные признаки   х1, х2, х3   могут быть обобщены значениями трех главных компонент, причем:

F1   объясняет примерно 
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Все три главные компоненты объясняют вариации полностью на 100%.
4. Собственные векторы матрицы парных корреляций найдем решением трех систем  линейных уравнений. Для 
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 =1,798 получим систему:
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Решая эту систему находим:
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 Аналогично строятся системы для (2 и (3. Для (2   решение системы:
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Матрица собственных векторов U принимает вид:
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5. Каждый элемент матрицы разделим на сумму квадратов элементов j-го

столбца, получим нормированную матрицу V.
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Отметим , что должно выполнятся равенство  
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6. Матрицу факторного отображения получим из матричного  соотношения 
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По смыслу каждый элемент матрицы А представляет частные коэффициенты матрицы корреляции  между исходным признаком xj и главными компонентами Fr  . Поэтому все элементы  
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 Полный вклад каждого фактора в суммарную дисперсию признаков равен:
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Модель факторного  анализа примет вид:
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Найдем значения главных компонент (матрицу F)  по формуле 
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Центр распределения значений главных компонент находится в точке (0,0,0).
Далее аналитические выводы по результатам расчетов следуют уже после принятия решения о числе значащих признаков 
[image: image528.wmf]j
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 и главных компонент  
[image: image529.wmf]r
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 и определения названий главным компонентам. Задачи распознавания главных компонент, определения для них названий решают субъективно на основе весовых коэффициентов  
[image: image530.wmf]jr
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 из матрицы отображения  А.

Рассмотрим вопрос формулировки названий  главных компонент.
Обозначим  w1 – множество незначимых весовых коэффициентов, в которое включаются близкие к нулю элементы,
[image: image531.wmf]0
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,
                      w2 - множество значимых весовых коэффициентов,
                      w3 – подмножество значимых весовых коэффициентов,                        не участвующих в формировании названия главной компоненты.

                     w2 - w3 – подмножество весовых коэффициентов, участвующих в формировании названия.

Вычисляем коэффициент информативности для каждого главного фактора
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Набор объяснимых признаков считаем удовлетворительным, если значения коэффициентов  информативности лежат в пределах  0,75-0,95.
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Для   j=2    w1={ a12, a22 },    w2={ а32},    
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Для   j=3
w1={ а33},           w2={a13,a33},     
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Значениями признаков x1, x2, x3 определяется состав главной компоненты   
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на 100%. при этом наибольший вклад признака x2, смысл которого-рентабельность. корректным для названия   признака F1 будет эффективность производства.
F2  определяется компонентой x3 (фондоотдача), назовем ее эффективность использования основных производственных средств.
F3  определяется компонентами  x1 ,x2 –в анализе может не рассматриваться т.к. она объясняет всего 10% общей вариации.
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